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*
Exercice 1 Voir correction —

Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur U'intervalle I, ainsi que leurs limites aux bornes de leurs
ensembles de définition.

1) f(x) =cosx — x définie sur T = R 4) k() = In(sinx) définie sur I =|0, x|

2 = —3sin(z/2) défini I=1[0,2 3
) 9(@) sin(z/2) définie sur [0, 2] 5) m(z) =z — % — sina définie sur [ = Ry

3) h(x) = cos?(2z) définie sur I = [0, 7] «

Exercice 2 Voir correction —

Dans chaque cas, résoudre dans I 1’équation ou 'inéquation :

1 3
1) cosw=—5, I=[0,2n] 4) sin(3z) = g I =[—n, ]
. V2
2) tanzx = -1, I=]—7/2,7/2| 5) sin(2z) > BR I =[—m,3n]
V2 .
3) tanz =0, I =]5m/2,7n/2| , B cosz< o, I=[-3m 3]
Exercice 3 Voir correction —
1) Montrer que pour tout réel 2 on a : cosx + sinz = /2 cos(z — %)
2) En déduire les solutions de cos 2z + sin 2z > —1 sur R
* *x
Exercice 4 Voir correction —
Résoudre dans R les équations suivantes :
1) cos(2z) = cosx 3) sin(2z) = cosz
2) cos(2x) =sinzx 4) cos(3z) = cosz
* %
Exercice 5 Voir correction —
. 'z . . 6
Résoudre I'équation cosz + sinx = 5 dans R.
* %
Exercice 6 Voir correction —

Mountrer que pour tout réel x, 2 cos(2z) —4cosx + 3 > 0 et déterminer les cas d’égalité.

* X %
Exercice 7 Voir correction —

1) Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel = on a :

sin (2"*%z) = 2sin (2""'2) — 4sin (2" z) sin (2"x)?

2) Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

2
Unt2 = 2Unt1 — Upt1 X (Up)” 5 wo=— ; u =1

Montrer que (u,,) est une suite stationnaire (i.e. & partir d'un certain rang N, on a u,+1 = uy,). Quelle est alors la
valeur limite de la suite (u,)?
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* X %
Exercice 8 Voir correction —

On note D I'ensemble des réels qui ne sont pas des entiers relatifs, soit D =R\ Z.
cos(mx)

Pour tout & € D, on note cot(z) = 71— .
sin(mz)

1) Vérifier que cot est définie et continue sur D, qu’elle est impaire et périodique de période 1.
2) Etudier les variations de cot sur | — 1,0[U]0, 1[. On précisera les limites en —1, en 0 et en 1.

3) Montrer que lir% x(cot(z)) = 1.
z—

, x z+1 .
4) Démontrer que pour tout x € D on a 3 €Det 5 € D, puis montrer que

1
cot (g) + cot (%) =2cotzx

5) A T'aide de I’égalité précédente, montrer par récurrence que pour tout n € N on a :

2" —1
1 r+k
Ve e D, cotx:2—n E cot< on )
k=0
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :
1) On a

Ve eR, f'(z)=—sinz—1

Or, on sait que Vx € R, —1 <sinx < 1, donc —2 < —sinz — 1 < 0.

‘ On en déduit que f est décroissante sur R.

cosx 1 Ccos T 1 1
De plus, f(z) = —z (1 — )7 et —1 <cosxz <1donc —— < < —. Comme lim — = lim (—) =0, on
T X x T—400 T T—400 T
) cos T R ) cos T
en déduit d’apres le théoreme des gendarmes que lim = 0. De méme, lim =0.
xr—+00 X T——00 X

Par somme et par produit de limites, on en conclut que

2) On a Vz € [0,27], ¢'(x) = —gcos(x/Q).
z € 0,27 <= g € [0,7].

Pour X € [0,7], onacos X >0 < X € [0, g] Ainsi, cos(z/2) > 0 <~ g € [0,7/2] <=z € [0,7].

On en déduit le tableau de variation suivant :

T 0 T 27
J'(z) — 0 +
g9(z) ' \ _3 / "

3) On aVz € [0,7], ' (z) = —4sin(2z) cos(2z) = —2sin(4x) d’aprés la formule de duplication du sinus.
Or,0<z<m<=0<4x <A4nm.
Sur lintervalle [0,47], sin X > 0 <= X € [0, 7] U [27, 37| d’aprés la courbe représentative de la fonction sinus.

3
On en déduit que sin(4z) > 0 <= 4z € [0, 7] U 27, 37| <= = € [0, Z] U [g, Zﬂ]
Finalement, on a le tableau de variations suivant
us 3T
W () - 0 + 0 — 0 +
1 1 1
0 0
u/
4) k =Inu avec u(x) = sinz donc k' = —.
U
K (z) = c?sx
sinx
Or, Vz €]0, 7, sinz > 0, et cosz > 0 < x € [0,7/2]
De plus, lim sinz =0 et lim In X = —co, donc par composition de limites, lim In(sinz) = —cc.
z—0 X—0 z—0
De méme, lim In(sinz) = —oo. On en déduit le tableau de variations suivant :
T—rT
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x 0 il
5 7r
K (z) + 0 -
0
—00 —00
5) On a
22
Ve e Ry, m'(z) =1— 5 —cosz
puis
Vr e Ry, m"(z) = —x +sinz
et enfin

Vo € Ry, m"”(z) = -1+ cosx

Comme, Vz € R, —1 <cosz <1,ona —2< —1+cosz <0, donc m” est décroissante sur R . Comme m”(0) = 0, on
en conclut que m”(z) < 0 pour tout z € R;.
Ainsi, m' est décroissante sur R, et on a aussi m’(0) = 0, ce qui permet d’en déduire que m’(z) < 0 pour tout = € Ry.

Finalement, m est décroissante sur R, .
3
x
Lorsque z tend vers +oo, on peut majorer m(z) par m(z) < x — 3 + 1 qui tend vers —oo, donc par théoreme de

m m(x) = —oo. On en déduit le tableau suivant :

comparaison, li
r—+00

T 0 +00
() -
0
m(z) T
—00
Correction de ’exercice 2 :
2 2
1) Dans[0;27r],cosx:—%<:>:c:%”oux:_%”, S:{_g’g}
sinx . . .
2) tanz = -1 < = —1 <= cosx # 0 et sinx = —cosxz. Il n’y a que sur I'intervalle | — 7 ;% que sin et cos

cos T
ont un signe opposé. De plus, sin est strictement croissante sur cet intervalle et cos est strictement décroissante. On
pose f(z) = sinz + cos z, dérivable sur [~7,0] avec f'(z) = cosx — sinz pour tout = dans cet intervalle. Or cosx > 0
et —sinz > 0 sur cet intervalle et elles ne s’annulent jamais simultanément, donc f'(x) > 0 sur cet intervalle. f est

donc strictement croissante sur [-7, F] et f(—=5) = —1 et f(0) = 1 donc d’aprés le corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires f s’annule une et une seule fois sur cet intervalle. De plus on sait que sin § = —cos F = —? donc

2 . .
5 est 'unique solution.

6
3) tanx=0<=>sinx=0<:>x:§:37r.Donc S = {3r}

4) Commencons par résoudre sur R :

2
sin(3x):§<:>3x=g+2k7r ou Sx:§+2k7r avec k € Z
<:>m—z+2kl ou x—Q—ﬂ—&—%—ﬂ- avec k € Z
9 3 9 3

On ne retient que les solutions qui sont dans [— ; 7], on trouve :

o
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z€lomn] et sin(3z) = ? e ac { 7777777 }

5) Dans R on a

2 3
Sin(2x)>§<:>g+2k7r<2x<£+2k7r avec k € Z

s 3
<:>§—|—k:7r<a:<§+k7r

On ne retient que les solutions qui sont dans [— ;37| et on trouve

s— ] [o]n o] e o)

8 ' 8 88 8’ 8 8 8

s

6) Dans [—7;7], cosz < § = xc[-m;-FlUlf;mT].
Par périodicité, on en déduit que sur [-37; §], cosz < % = aze|[-3m;-Lu[-TF;-2|U[Z; 2]
Correction de I’exercice 3 :

1) Soit z € R, on a

cos (;v - %) = cos x cos(m/4) + sinz sin(7/4)

V2

2 .
= COS xT + sin a??

Ainsi, \/ﬁcos ((E — %) =cosz +sinx .

2) D’apres la question 1 on a, pour tout z € R,

cos2x +sin22zx > —1 <— V2 cos (2:177 E) > -1

4
<:>cos(2:vfﬁ)>fL
4/ = 2
™ \/ﬁ
= cos (2 —7)>_7
cos(a: 1) = 5

D’apres les variations et les valeurs remarquables de la fonction cosinus, on sait que :

V2

3 3
cosX2—7<:>3k:€Z, —%—l—leSXSZW—i—Wm

donc

3
1

2
cos(?x—z)z—iﬁﬂkez, —3%4—2/4;77§2x—

<
4 2 -

+ 2km

I

— ez, —gmkwngngwmlm

<:>3/€€Z,—g+k’7r§m§g+k7r
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T T
< zxc U {—Z+k7r,§+k7r}
keZ

Finalement ’ensemble des solutions est donc :

S—ICLGJZ{—Z—I—kW;g—Fkﬂ'}

Correction de 1’exercice 4 :

2 2

1) On sait que pour tout = € R, cos(2z) = cos?z — sin® x = 2cos? —1

On a donc

cos(2z) = cosx <= 2cos’x —cosz — 1 =0

En posant X = cosz, I’équation devient 2X2 — X — 1 = 0.
1
L’équation 2X2 — X —1 =0 a deux solutions dans R: X =1l et X = —=

2
Ainsi, z est solution si et seulement si cosz =1 ou cosx = —%, c’est a dire x € {0+ 2k, ?W + 2k, —%T +2kn | ke Z}
S = {O+2k7r,2;r+2k7r72;+2k7r | kGZ}
2) cos2z = cos?x — sin® 2z = 1 — 2sin® x donc
cos2x = sinz <= 1 — 2sin’z = sinx
— 0=2sin’x +sinz —1
On pose X =sinz et on résout 2X2+ X —1=0. On trouve X = -1 ou X = %, donc x est solution si et seulement si

. . 1
sinz = -1 ousinz = ok Ainsi

S:{_g+2kmg+2kw,5§+2kw|ke7é}

3) sin(2z) = 2sinx cos z, donc

sin(2x) = cosx <= 2sinx cosx = cosx
<= cosz(2sinz —1) =0

. 1
<= cosxr=0 ou sinz= 3

On en conclut que les solutions sont

o o Qo T
s_{_§+2kw,§+2kmg+2kmg+2kw|kez}

4) Commengons par exprimer cos(3x) en fonction de cosz :

cos(3z) = cos(2z + x)
= cos(2x) cosx — sin(2x) sinx

2

= (cos? z — sin?2) cos z — 2sin® z cos =

=cos®x — (1 — cos® x) cosx — 2(1 — cos® ) cos x

3 3

= cos®z — cosz + cos® & — 2cosx + 2 cos® x

=4cos®z — 3cosz

Ainsi, on a

o1
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cos(3x) = cosx <= 4cos® x — 3cosx = cosx
<= 4cos®x —4cosx =0
<= 4cosz(cos’r —1) =0
<= 4cosz(cosx — 1)(cosz+1) =0

<= cosxr=0 ou cosx=1 ou coszr=-—1

On trouve donc

S:{—g+2k7r,g—|—2k7r,0+2kﬂ',7r+2k7r | kEZ}:{g+k7r,O+k7r | kez}

™
Correction de ’exercice 5 : Pour tout § € R, cos(zx — ) = coszcosf + sinxsinf. En posant 6§ = 7 comme on a

cos% = sin% = \/5/2 on obtient

(cosz + sinx)

V2
5

S

( W)
cos(x—— ) =
4
m

2 2
On a donc cosz +sinz = 1 <= g(costrsinx) = g <=> cos (x - Z) =

2
Or, dans [—m, 7] on a cos X = % — X e {%, —%} donc dans R on a

2
cosX-%(z)Xe{ + 2km, — —|—2k:7r|k€Z}
Finalement, dans R on a

cosw—i—sma:—1<:>a:—16{ + 2km, — +2k7r\kEZ}

— 1z € {0+ 2%km, = +2k7r|k€Z}

Correction de I’exercice 6 : Pour tout réel x on a :
2cos(2x) —4cosx 4+ 3 =2(2cos’x — 1) —4cosx + 3
=4cos’r —4cosx + 1
= (2cosz — 1)?
donc 2 cos(2z) — 4cosx + 3 > 0 avec égalité si et seulement si 2cosx — 1 = 0, si et seulement si cosz = %, si et seulement si
ve{Z+2kn; keZU{-%+2kr; keZ}.
Correction de I’exercice 7 :

1) Soitz € Retne N, on a

sin(2"2x) = sin(2 x 2" 'z)

=2 sm(2”+1:1: cos(2" 1)

)
)cos(2 x 2™x)
2" 2) (cos?(2"x) — sin?(2"z))
)
) —

in(
in(

= 251n(2"+1x (1 —2sin?(2"z))
sin(

2"t 1) — 4sin (2" x) sin?(2"2) ‘

2) La suite (u,) vérifie la méme relation de récurrence double que la suite (v,,) définie par v,(x) = sin(2"z) pour tout
n € N.
Si ug = sin(2%2) et uy = sin(2'2), alors on aura u,, = sin(2"x) pour tout n € N.
2
11 suffit de prendre z = % pour avoir sin(2%z) = Sin% = g = up, et sin(2'z) = sing =1=u.

1o




HKBL TD 1 : Trigonométrie 2024-2025

T
On a alors pour tout n € N, u,, = sin (2”1).

Or, pour n > 2, 2™ est un multiple de 4 donc 2"% est un multiple de 7. On a sin(kw) = 0 pour tout k € Z donc
Up = Sin(Q”Z) = 0 pour tout n > 2.

Ainsi, (uy) est stationnaire égale a4 0 & partir du rang n = 2, sa limite est donc 0.

Correction de 1’exercice 8 :

1) — Onsait quesin(mzr) =0<=me=0+km, k€ Z <= =0+kkcZ <= zcZ.

Ainsi, ‘pour tout z € R\ Z on a sinmx # 0 donc f(x) est bien définie.

— De plus, ‘ f est continue sur D comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
— Pour tout x € D,ona —z € D et :

flez) = 7Tcos(—m:)

sin(—mx)

= WM car sinus est impaire
—sin(mrx)

cos(mx)

sin(mx)

— —f(x)

‘donc f est impaire |.
— Pourtout x € D,onax+1€Det:

cos(mx + )

fla+1) 7rsin(7m: + )

T cos(mx)
— sin(mx)

- cos(mx)
sin(mx)

= f(x)

‘donc f est périodique de période 1.

2) f est dérivable sur D comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, et pour tout z € D
on a :

—msin(7x) sin(wa) — m cos(nx) cos(mx)

fll@)=m=

sin?(7x)

—7(cos?(mx) 4 sin? (7))

sin?(7x)

—72

sin?(7x)

donc f'(z) < 0 pour tout x € D, ainsi f est décroissante sur tout intervalle ot elle est définie.

‘ f est décroissante sur | — 1,0[ et décroissante sur |0, 1[. ‘
— En -1, on a limlcos(mv) =—-let limlsin(mc) = 0. De plus, si €] — 1,0[ on a sin(rz) < 0. On a donc, par
T—— z——

quotient de limites, | lim cot(z) = +oo0. ‘
rz——1

— En 0, on a lim cos(mz) =1
z—0

En 0~ ona lim sin(mz) =0~ et en 0" on a lim sin(wz) = 0F. Ainsi, par quotient de limites,
x—0~ z—07+

lim cot(z) = —oco et lim cot(z) = +oc0.
z—0~ z—0t
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— En 1 ona lim cos(mz) = —1 et lim sin(rz) = 0. Ainsi, par quotient de limites, | lim cot(z) = —oco
z—1 r—1— r—1—
cos(mx T
3) Soit € D, on a x cot(z) = FZ‘# = cos(mx) X ——.
sin(mz) sin(mz)
sinx sinx
Or on sait d’apres le cours que lim =1 donc lim =1
z—0 z—0 TX
Par inverse de limite, on a aussi lim .7733 =1.
2—0 8in 72

Finalement, comme lim cos(mz) =1, on a | lim x cot(x) = 1.
z—0 z—0

1
4) Soit z € D. Montrons d’abord que g €D et % eD.

On raisonne par ’absurde : supposons que g € Z, alors il existe k € Z tel que g = k. On a alors x = 2k donc x € Z,

ce qui contredit I’hypothese de départ.

1
De méme, si % =ke€Z,onax+1=2kdoncx=2k—1€Z, ce qui contredit ’hypothese de départ. On en déduit

1 1
que g ¢ 7 et x; ¢ 7, autrement dit g €D et % eD.
Soit = € D. Ecrivons cot(z) = cot (2 X g)
Alors

T
(2 47)
Cob( X 2
sm(2xﬁf)
2

cot(z) ==

D’autre part, on a

T T " s
r+1 CcoS (—) Ccos (— 7)
cot()+cot< B >=7r' (7%6) +7T. (71'295_’_7%)
sin 5 sin 5 5
T . /T
COS (7) — Sin (?)
=T———Fx\ 7T T
sin (—) CcoS (7>

d’apres 1’égalité précédente.
1 —on1

k
5) On note P(n) : Vo € D, cot(z) = on 2ak=0 cot (Jj;) et on raisonne par récurrence.

— Initialisation : Le cas n = 1 est celui que nous avons montré dans la question 4, donc P(1) est vraie.

— Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain rang n € N.
Pour tout k € [0,2™ — 1], on peut appliquer I’égalité de la question 4. pour obtenir :

r+k

1
T+ k T+ k on +
2C0t( on ) = cot (W) + cot ——

QOB

BY NC
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x+k xz+k x+k+2"
2 cot, ( on ) = cot, ( SUES! ) + cot <2n+1>
; z+k) 1 ¢ z+k ¢ r+k+2"
CcO o =3 co Sl + co Tontl
Par hypothese de récurrence, on a
2" 1
1 k
cot(z) = on Z cot (x;; )
k=0
15321 z+k o4 k4 2n
= on Z 3 [cot (271“ ) + cot <2n+1 ﬂ
k=0
2" —1 2" —1
1 z+k 1 z+2"+k
TSy ,;J cot ( ontl ) + BYES) ,;J cot <2n+1 )
2" —1 27427 —1
1 k 1 K
= onrT ,;) cot <x2:;1 > + il k;ﬂ cot (%) par changement de variable k' = 2" 4+ k
ontl_q
1 z+k
= 2n+1 Z cot (27z+1 )
k=0
donc P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : par principe de récurrence, on en conclut :
— T +k
Vn €N, Vz € R, Cot(x)=2—n 200‘5( o )
©IolS

BY NC
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